ECE1 Correction Devoir maison n°l1 2019-2020

Correction Devoir maison n°1

Exercice 1
1. On résout I’équation pour z > 3

In(x —3)+In(x +1) =3In2 <= In((x—3)(x+1)) =1n(8)
= (2-3)(z+1)=38
— 2*-3r4+1r-3=8
= 2* -2 —-11=0

On calcule le discriminant A = (—2)? — 4 x (—11) = 48. Les solutions de I’équation sont donc

2 — /48 2 + /48
r = —F Ty = —(—
2 2
2 —4/3 24443 Or, on a
2 2
T = 1-2V3 Ty = 14+2V3

1—2v3<3et142v3>3donc

L’ensemble des solutions de I'équation est . = {1 + 21/3}.

2. On résout l'équation |3z + 1| 4+ |22 — 4| = 5. On commence par déterminer les cas possibles a 'aide
d’un tableau de signe.

1
z —00 —— 2 +00
3
Signe de
3rv+1 0 + *
Signe de
20 — 4 0 *

1
Premier cas : On suppose que x < —3 On a alors

3r+ 1|+ 20 —4|=5 <= —Br+1)—(2r—4)=5
— 3Jr—1—-2x+4=5
<— —Hr=2
2
= T=-C
T 75

1
Or = —0,4<-0,33 ~ —3 Ainsi —E est une solution de cette équation
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1
Second cas : On suppose que —3 < 2 <2.0n a alors

Bx + 1|+ 20 —4|=5 <= (Bx+1)—2x—4)=5
<— 3zx+1—-2x+4=5
<— =0

1
Oro0e [—3; 2]. Ainsi 0 est une solution de cette équation

Second cas : On suppose que z > 2. On a alors

3z + 1]+ [2c0—4]=5 <= Br+1)+2r—-4)=5
— Jx+1+2x—4=5
<~ Sr=38
8
= =
T3

Or % n’appartient pas au domaine étudié donc ce n’est pas une solution de cette équation. En
conclusion

2
L’ensemble des solutions de 1’équation est . = {—5; 0}

3. On résout I'inéquation
1’ —3r<4 = 2°-32-4<0

On cherche les solutions de 1'équation 2 — 3z — 4 = 0. Le discriminant est A =9 — 4 x (—4) = 25.
Les solutions sont donc

3—5 3+5
T = — Ty = ———

2 2
1'1:—1 5(32:4

On en déduit le tableau de signe

x —00 -1 4 +00
Signe
de 2% — + 0 — 0 +
3xr—4

A Taide du tableau de signe on en déduit que

L’ensemble des solutions de 'inéquation est [—1;4].

4. On résout l'inéquation

1 1
1+§x2 >In(zr) < 1+ §x2 —In(z) >0
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On pose la fonction f: 2z — 1+ 12? — In(z) définie et dérivable sur ]0; +o00[ en tant que sommes de
fonctions définies et dérivables sur |0; +oo[. La dérivée de f est donnée par

fa) = 2o

T
x?—1

T

Comme x > 0, le signe de la dérivée dépend du signe de 22 — 1.

x 0 1 +00
Signe
de f'() R
Variation \ /
de f 3
2

On a calculé f(1) =1+ 5 —In(1) = 2. La fonction f est donc positive.

L’ensemble des solutions de 'inéquation est ]0; 400].

Exercice 2

Soit g la fonction définie par g : & — In(1 + 22).

1. Pour déterminer son ensemble de définition, on résout l'inéquation
l1+2°>0<=2cR

Donc le domaine de définition de la fonction g est . On a également pour tout = réel :

>0 = 2°+1>1
< In(z*+1)>0.

’Ainsi la fonction g est positive sur R. ‘

2. On calcule les limites de g en 400 et —o0o0. On remarque que

lim (1+2?) = lim (1 +2%) = +oo.

Tr——+00 r—r—00

On a donc

lim g(z) = lim In(X)=+o0

T—+00 X—+00

et de méme

lim ¢g(z) = lim In(X)=+o0

r——00 X—+o00
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3. On remarque que R est un ensemble symétrique (i.e. pour tout x € R, —z € R.) Soit z € R, on
calcule

g(—z) = In

I
—
=
—~~
= =

Par conséquent, |la fonction g est paire.‘

4. La fonction g est dérivable en tant que composée de fonction dérivable. On calcule alors sa dérivée.
Pour tout x € R,

2x
/ _
Pour tout z réel, 1 + 22 > 0. Le tableau de variations s’en déduit simplement
x —00 0 +00
Signe
de ¢'(x) B ; "
+00 400
Variation
0

5. Soit y € R. On résout 1'équation

g(x)=y & In(l1+2%) =y
< 1+ a2
s =6V -1

:ey

Cas n°1 : Siy > 0alors e’ — 1> 0. Dans ce cas, I’équation a deux solutions
gx)=y & rz=Ve¥—1 ou z=—-ve¥—1

Les solutions sont S = {—\/ey —1,e¥ — 1}

Cas n°2 : Siy = 0 alors I’équation g(z) = y n’a qu'une ‘unique solution x = 0 ‘

Cas n°3 : Siy <0 alors e’ — 1 < 0.|L’équation g(z) = y n’a aucune solution |.

6. On pose la fonction h définie par Vo € R, h(x) = g(z) —z = In (1 + 2?) — z. On étudie la fonction
h et pour cela, on calcule sa dérivée
2z

1+ 22
—1+2z— 22

1+ a2

)2
N Gl P
1+ a2

La fonction h est décroissante et h(0) = 0. On en déduit le tableau de signe de h :
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T —00 0 +00
Signe
de h(x) * 0 B

Deux cas sont possibles.

1° Cas : Six <0 alors g(x) —x > 0 et donc

‘la courbe représentant la fonction g est au-dessus de la droite d’équation y = x. ‘

2° Cas : Siz >0 alors g(x) — 2z <0 et donc

’1& courbe représentant la fonction g est en dessous de la droite d’équation y = x. ‘

7. La courbe de la fonction g est donnée ici :

Figure 1 — La fonction g et la droite y = x.

Exercice 3 - ECRICOME ECT 2011

1. (a) Les fonctions x — €” et x — e~ * sont définies sur R. ‘Ainsi, la fonction f est définie sur R.|Le
domaine de définition est symétrique. Soit = € R, on calcule

fl=z) = e —e
— T _ "
= ()

= @)

‘La fonction f est impaire. | On peut en déduire que

La courbe %} est symétrique par rapport a l'origine.

(b) Ona lim e*=4occet lim e®=0donc| lim f(z)= lim e —e* = +o0|
T—+00 T—r—+00 T—r—+00 T—+00

Ona lim e*=0et lim e®=+4oodonc| lim f(z)= lim e*—e™®
Tr——00 Tr——00 T——00 Tr—r—00

= —O |
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2. (a) La fonction f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables. On calcule

fl(x)=¢"+e*

(b) La fonction exponentielle étant toujours positive, la dérivée de f est strictement positive. On
en déduit le tableau de variation suivant

T —00 +00
Signe
de f'(x) i
+00
Variation
de f /
-00

(¢) On calcule

D’apres le tableau de variation et le résultat précédent,

f(z) >0 <= z €]|0; +0]

f(z) <0 <=z €]—;00;0]

(d) On a f'(0) = "+ €® =2 et f(0) = 0. Ainsi Péquation de la tangente & la courbe €} au point
d’abscisse 0 est

y = 2.

(e) On calcule la dérivée seconde de f :

VeeR, f['(z)=¢"—e "= f(z).

3. (a) On en déduit le signe de f” :

f'(x) >0 <= x €]0;+o0[ et f(x) <0 <= x €]—;00;0[

(b) On construit la courbe représentative de f et la tangente en 0

10

=10
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4. (a) Soit n € N. On veut montrer que 1’équation (F,) admet une unique solution.
— La fonction f est continue sur R (en tant que somme de fonction continue sur R)

— La fonction f est strictement croissante sur R

— f(0)=0<net fn(n+1)=n+1-— > n.

n+1
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaire, on en conclut que

L’équation f(x) = n a une unique solution.

(b) Soit n € N. On calcule le discriminant de 1’équation 2% — nx — 1 = 0.

A=(—n)?—4x(=1)=n*+4>0

L’équation a donc deux solutions réelles données par

n—vn2+4 n+vn2+4
Ilzf et Jfng

On a évidemment x5 positif (somme de termes positifs). L’étude est moins clair pour z;. On a

n+4>n — n2+4>n
= 0>n—+vn2+4
= 0>m

On a x; négatif et zo positif. ‘

(c) On utilise le changement de variable ¢t = e¢”. On a alors

1

et —eT=n <<= &"——=n
ex
1

— t’—1=nt

— t?—nt—1=0

D’apres les résultats de la question précédente, on at = x1 out = x9, c’est a dire, e¥ = x1 ou e* = x.
Or, e = x7 est impossible car x; est négatif.

2

n+\/n27+4)}

L’équation n’a donc qu'une solution : § = {ln (
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